TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Procesos Estocasticos

Desarrollo histérico

El estudio de los procesos estocdsticos se inicié a principios del siglo XX, en forma paralela a la
conclusion del estudio de las sucesiones de variables aleatorias independientes. Sus principales
precursores fueron Andrei Andreyevich Markov, A. N. Kolmogorov, A.Ya. Khintchine, N.
Wiener y P. Lévy.

Desde la publicacién del teorema de Bernoulli, en 1713, el motor de desarrollo de la teoria
de la probabilidad fue la bisqueda de resultados que permitieran mejorar y generalizar ese
teorema. Ese proceso culminé en la década de los 30’s del siglo XX con la formulacion
acabada de los teoremas limite para sucesiones de variables aleatorias independientes.

El teorema de Bernoulli establece que si € es un experimento aleatorio y A un evento relativo
a ese experimento, de probabilidad igual a p, y consideramos un nuevo experimento aleatorio
consistente en la repeticién indefinida del experimento £, de tal manera que cada repeticién
es independiente de las otras, entonces, llamando Y,, al niimero de veces que ocurre el evento
A en las primeras n repeticiones del experimento, la sucesién de variables aleatorias (%)
converge a p en probabilidad. Formulado de otra manera, el resultado dice que si (X,),,cx
es una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con distribucién Bernoulli de

pardametro p, entonces la sucesion (W)n oy converge a p en probabilidad.

neN

A la forma general del resultado de Bernoulli se le conoce como ley débil de los grandes
nimeros. En una primera versién, el resultado general fue demostrado por Chebyshev, ini-
ciador de la llamada “escuela rusa”’en la teorfa de la probabilidad. En el ano 1867 Cheby-
shev demostré (utilizando la que ahora se conoce como “desigualdad de Chebyshev”) que
si (Xp),en €8 Una sucesién de variables aleatorias discretas, independientes, idénticamente

Xt Xodo 4 Xy converge en proba-

distribuidas y de varianza finita, entonces la sucesion ( = )neN

bilidad a la esperanza comnin de las variables aleatorias X,,.

En el ano 1928, el resultado de Chebyshev fue mejorado por Khintchine, quien logré demostrar
la ley débil sin la condicién de que las variables aleatorias X,, tengan varianza finita. Para
esto utilizé lo que ahora se conoce como el “método de truncacién”, el cual habia sido intro-
ducido por Markov en el ano 1913. Este método resulté muy fructifero para el estudio de los
teoremas limite y se extendié después, con nuevos elementos, para el estudio de los procesos
estocdsticos. Con el método de truncacién se puede reducir un problema donde las varianzas
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pueden ser infinitas a uno donde éstas sean finitas y estd basado en el siguiente resultado: Si
(Xn),en €8 una sucesion de variables aleatorias independientes, idénticamente distribuidas
y de esperanza finita p, (a,)neny una sucesion creciente de nimeros reales positivos tal que
lim,, . a, = 0oy, para n, k € N, definimos:

k 0  en otro caso

Entonces, fijando n, las variables aleatorias Y{",Y;" ... tienen la misma distribucién y va-
rianza finita. Ademds,si y,, es la esperanza comun de Y, Yy", ..., entonces lim,, . 1, = /.

De igual manera, en ese periodo se establecié la ley fuerte de los grandes nimeros a partir
del resultado de Borel del ano 1909, siendo Kolmogorov quien obtuvo el resultado general
en el ano 1930.

El teorema central del limite, demostrado en el ano 1733 por Abraham de Moivre para el
caso particular de una sucesién de variables aleatorias independientes, todas con distribucién
Bernoulli de igual pardametro, fue demostrado de manera general por Lindeberg en el ano
1922.

Dentro de este contexto del estudio de los teoremas limite, Markov introdujo en 1906 una
nueva linea de investigacién al demostrar la ley débil de los grandes nimeros para una
sucesion de variables aleatorias no independientes, sino, de acuerdo con el término que él
utilizé, encadenadas. Surgié asi un tipo de proceso estocdstico que ahora es llamado de
Markov. De manera general e informal, se dice que un proceso estocastico es de Markov si
dado cualquier tiempo ¢ € T', las familias de variables aleatorias {X, : s <t} y {Xs:s >t}
son independientes, propiedad que en ocasiones se enuncia diciendo que, dado el presente, el
pasado y el futuro son independientes. Por esta propiedad, también se dice que un proceso
de este tipo es un proceso sin memoria.

Markov introdujo lo que ahora llamamos una cadena de Markov en tiempo discreto, la cual
estd formada por una familia de variables aleatorias {X,, : n € Z"} las cuales toman valores
en un conjunto finito o infinito numerable D C R, es decir, son variables aleatorias discretas,
y satisfacen la siguiente propiedad, para cualquier x € D y cualquier n € Z*:

P[Xn—H =T | X07X1,...,Xn] = P[Xn+1 =T | Xn]

Un gran avance en el estudio de los procesos estocésticos lo hizo Wiener entre 1921 y 1923 al
construir un modelo matema&tico del movimiento browniano, el cual consiste en el movimiento
de un grano de polen que se coloca sobre agua. En el ano 1827, al estudiar el proceso de
fertilizacion de las flores de varias plantas, Robert Brown observé que los granos de polen
se movian: “al examinar la forma de estas particulas inmersas en agua, observé muchas de
ellas muy evidentemente en movimiento; éste consistia no solamente en un cambio de lugar
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en el fluido, manifestado por alteraciones en sus posiciones relativas, sino que también, con
no poca frecuencia, por un cambio en la forma de la particula misma ... Estos movimientos
eran tales que me convencieron, después de observaciones repetidas frecuentemente, de que
no surgfan de corrientes en el fluido, ni de su gradual evaporacién, sino que pertenecian
a la particula misma.” Este movimiento ya habfa sido observado por otros investigadores
anteriormente a Brown, sin embargo fue él quien realizé un estudio méds detallado, aunque
no completo del mismo. En su honor se le conoce como movimiento browniano.

Recordemos que también en los primeros 30 anos del siglo XX se desarroll6 la teorfa de la
medida a partir de los trabajos de Borel y Lebesgue de principios de siglo. Paralelamente,
esta teorfa comenzé a utilizarse en el Célculo de Probabilidades y poco a poco se fue convir-
tiendo en la base de la Teoria de la Probabilidad, culminando este proceso con el trabajo de
Kolmogorov de 1933, donde se fundamenta el considerar a la probabilidad como una medida.

Mientras tanto, la escuela rusa, que surgié con los trabajos de P. L. Chebyshev, realizé
avances significativos generalizando el trabajo de Markov. Entre 1931 y 1937, Kolmogorov
realizé un estudio a fondo de las cadenas de Markov en tiempo discreto y en tiempo continuo;
también estudio los procesos de difusion, los cuales son procesos de Markov con espacios de
estados continuos. En esos trabajos introdujo lo que ahora se conoce como la ecuacién de
Chapman-Kolmogorov y las ecuaciones backward y forward que satisfacen los procesos de
difusién. Por su parte, en el ano 1934, Khintchine introdujo un tipo de procesos que pueden
ser no markovianos: los procesos estacionarios.

Otro gran avance en el desarrollo de la teoria de los procesos estocdsticos, lo realizé Paul
Lévy en su libro Théorie de l’addition des variables aléatoires, cuya primera edicién se publico
en 1937. Ahi planteé que una extensiéon natural de las sumas o series de variables aleatorias
independientes es el siguiente: “En lugar de un indice entero n, introduciremos un parametro
t que varfa de una manera continua; las sumas sucesivas S, (se refiere a S, = > ;| Xy,
donde X, X5, ..., X, son variables aleatorias independientes) serén entonces reemplazadas
por una funcién aleatoria X (t) de ese pardmetro, y la condicién de independencia de los
diferentes elementos cuya suma es X (t) debe expresarse como sigue: si ty < t1, el crecimiento
X (t1) — X (to) es una variable aleatoria independiente de X (¢) y del conjunto de valores de
X (t) parat < tg.” Tomando ¢t € R, lo anterior implica que si t1, ta, . . ., t,, son niimeros reales
no negativos tales que t; < t5 < ... < t,, entonces las variables aleatorias X (t2) — X (1),
X (t3) — X (ta), ..., X (t,) — X (t,—1) son independientes.

Lévy estaba definiendo ah{ lo que se conoce ahora como un proceso con incrementos indepen-
dientes. Aclaraba que algunos casos particulares de ese tipo de funciones aleatorias habian
sido consideradas previamente por Bachelier, en 1913, Wiener, en 1923 y Kolmogorov, en
1932.
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Obsérvese que si (Y},),,c;+ €s un proceso con incrementos independientes, entonces, definien-
do, para ke N, X, =Y, - Y, 4, (Xn)neN es una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes y, para cualquier n € N, se tiene: Y;, — Yy = >, Xj. De aqui que, para estudiar el
proceso (Y},), 7+, se puedan utilizar los resultados que se tienen para las sumas de variables
aleatorias independientes.

El estudio que hizo Lévy para este tipo de procesos resulté ser de gran importancia en la
teorfa de los procesos estocasticos. Para enunciar algunos de sus resultados, requerimos de
las siguientes definiciones:

Asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad (€2, <, P).

Definicién 1. Diremos que una variable aleatoria X es infinitamente divisible si, para cual-
quier n € N, existen n variables aleatorias, X1, Xs, ..., X, independientes e idénticamente
distribuidas tales que X =Y "7 | X.

Definicién 2. Diremos que un proceso (Xy),.p+ €s fuertemente continuo si existe un con-
Junto C' € & de probabilidad 1, tal que, para cualquier w € C, la funciont — X, (w), definida
sobre R, es continua.

Definicién 3. Diremos que un proceso (X;),cp+ €s débilmente continuo si:

i) Para cada ty € R, existe un conjunto Cy, € S, de probabilidad 1, tal que, para cualquier
w € Cyy, la funcion t — X; (w), definida sobre R™, es continua en t = t.

it) Eziste un conjunto C' € S, de probabilidad 1, tal que, para cualquier w € C, la funcion
t — X, (w), definida sobre RT, tiene lémites por la derecha y por la izquierda en cualquier
punto.

Definicién 4. Sea (Xi),.g+ un proceso estocdstico. Diremos que ty € R es un punto de
discontinuidad fijo de (Xi),cp+ Si ewiste un congunto Dy, € S, de probabilidad positiva, tal
que, para cualquier w € Dy, la funcion t — X; (w), definida sobre RT, es discontinua en
t = to.

Algunos de los resultados méas importantes que demostré Lévy son los siguientes:

Teorema 1. Si (X;),.p+ €s un proceso con incrementos independientes y débilmente conti-
nuo, entonces, para cualesquiera s,t € RT tales que s < t, la variable aleatoria X; — X, es
infinitamente divisible.

Teorema 2. Si (X;),.p+ €s un proceso con incrementos independientes, entonces (X;),cp+
es fuertemente continuo si y sélo si, para cualesquiera s,t € Rt tales que s < t, la variable
aleatoria X, — X, tiene distribucion normal.
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Teorema 3. Si (X;),.p+ €5 un proceso con incrementos independientes, entonces existe una
funcion f: RY — R tal que el conjunto de discontinuidades fijas del proceso (X; — f (t)),cp+
es a lo mds infinito numerable.

Teorema 4. Todo proceso con incrementos independientes (X;),.p+ se puede descomponer
de la siguiente manera:

X,=fO)+xP+x% 4+ x¥
donde:

i) [ : RT — R es una funcion tal que el conjunto de discontinuidades fijas del proceso
(Xy = f(t));cp+ €s a lo mds infinito numerable.

it) <Xt( )> es un proceso con incrementos independientes para el cual existe un conjunto
teR+

D C R*, finito o infinito numerable, y un conjunto C € §, de probabilidad 1, tales que, para
cualquier w € C, la funcion t — X, (w), definida sobre R™, es continua en cualquier t € D°.

i) (Xt( )> es un proceso con incrementos independientes fuertemente continuo.
teR+

iv) (Xt( )> es un proceso con incrementos independientes débilmente continuo para el
teR+

cual existe un conjunto C € ¥, de probabilidad 1, tal que, para cualquier w € C, la funcion
t — X (w), definida sobre RT, crece o decrece iinicamente mediante saltos.

Los ejemplos bdsicos, de procesos con incrementos independientes, que menciona Lévy en
su libro de 1937 son el proceso de Wiener, el cual es fuertemente continuo, y el proceso de
Poisson, el cual es débilmente continuo, sin discontinuidades fijas:

En ese libro, mostré que las propiedades que caracterizan al proceso de Wiener, (W), g+,
son las siguientes:

i) Si0 <t < --- < t,, entonces las variables aleatorias Wy, Wy, — Wy, ..., W, — W, |
son independientes.

iii) Si 0 < s < ¢, entonces la variable aleatoria W; — W tiene distribucién normal de para-
metros =0y o2 =1t —s.

iv) (W;),cg+ €s un proceso fuertemente continuo.
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Los resultados de la teorfa de los procesos estocédsticos obtenidos durante la primera mitad del
siglo XX fueron recogidos, sistematizados y complementados con nuevos resultados, en dos
libros que marcaron la pauta para continuar desarrollando esta teorfa por lo menos durante
los 30 anos que les siguieron: El libro de Paul Lévy Processus stochastiques et mouvement
brownien, publicado en 1948 y el libro de Joseph Leo Doob Stochastic processes, publicado
en 1953.

Lévy comienza su libro dando una nueva construccién del proceso de Wiener y pasa después
a considerar el problema general de la construccion de procesos estocéasticos. En los capitulos
siguientes expone la teorfa de los procesos de Markov y de los procesos estacionarios. Después
expone una version més completa de su teorfa de los procesos con incrementos independientes,
llamados ahi procesos aditivos. Tal vez la parte mas importante de su libro es el estudio a
fondo que hace del movimiento browniano, tanto en la recta real, como en el plano y en otros
espacios.

El libro de J. L. Doob fue fuente de inspiracién para muchos matemdticos ya que ahi plantea
varias lineas de investigacion para diferentes problemas. Doob sigue lo que podriamos llamar
el enfoque moderno: se parte de los axiomas de Kolmogorov y la construccién de procesos
se realiza via el teorema de consistencia de Kolmogorov. Comienza su libro estudiando pro-
piedades generales de los procesos estocdsticos, en particular, la existencia de versiones de
un proceso con trayectorias que son regulares en algin sentido. Realiza un estudio a fondo
de los procesos de Markov en tiempo discreto y en tiempo continuo. Trata también el estu-
dio de los procesos con incrementos independientes y de los procesos estacionarios. Tal vez
las principales aportaciones de Doob en ese libro son, por una parte, el estudio que hace
de los procesos conocidos como martingalas y, por otra parte, la invencién del concepto de
tiempo de paro. Paul Meyer, en su libro Probabilités et Potentiel (1975) comenta: “Il a sans
doute fallu autant de génie aux créateurs du calcul infinitésimal pour expliciter la notion
si simple de derivée, qu’a leurs successeurs pour faire toute le reste. L’invention des temps
d’arrét par Doob est tout a fait comparable” (“Sin duda, se requirié tanta genialidad de los
creadores del calculo infinitesimal para explicitar la nocién tan simple de derivada, que de sus
sucesores para hacer el resto. La invencién de tiempos de paro por Doob es completamente
comparable”).

Es interesesante la diferencia que existi6é entre Paul Lévy y J. L. Dob en cuanto a la forma
en que pensaban un proceso estocdstico. El libro de Doob se publicé en 1954 y en 1955 se
publicé una segunda edicién del libro de Lévy Théorie de [’addition des variables aléatoires,
de manera que Lévy pudo leer el libro de Doob antes de que se imprimiera esta segunda
edicién y, después de hacerlo, decidi6 agregar una nota al final de su libro. En ella, dice: “Un
proceso estocdstico es en principio un fenémeno en cuya evolucién el azar interviene a cada
instante. Para Doob, un proceso estocéstico es simplemente una funcién aleatoria X (t) de
una variable ¢ la cual puede uno imaginar que representa el tiempo. Cualquiera que sea el
conjunto & de determinaciones posibles de X (t), se puede asociar a cada elemento de € un
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valor de una variable simbdlica w; eso le permite a Doob considerar X (¢) como una funcién
cierta z; (w) de t y de una variable aleatoria w cuya eleccién resume todas las intervenciones
sucesivas del azar. Es una notacién a menudo cémoda, aunque dé como un todo, nacido en
un instante, lo que, para mi, es esencialmente un perpetuo devenir.”

La teorfa que mads se desarrollé en los anos posteriores a la publicacién de los libros de Lévy
y de Doob fue la de los procesos de Markov, en particular, la de los procesos de difusién. Uno
de los problemas centrales que se atacé fue el de la construccién de procesos con trayectorias
regulares en algin sentido.

La escuela rusa, con Kolmogorov a la cabeza, hizo las més importantes contribuciones,
desarrollando ampliamente la teorfa de los procesos de Markov. Uno de los més destacados
en este periodo fue E. B. Dynkin, quien vincul6 la teoria de los semigrupos de operadores
con la de los procesos de Markov.

No se puede dejar de mencionar a G. A. Hunt por sus trabajos en la teorfa de los procesos
de Markov y su relacién con la teorfa del potencial y a K. L. Chung por sus aportaciones a
la teoria de los procesos de Markov y por su incansable labor de difusién de la teoria de la
probabilidad y de los procesos estocdsticos en varios libros.

En los 60’s comenzé a desarrollarse la escuela francesa, con Paul Meyer a la cabeza. En el ano
1966 se publicé el primero de sus libros, titulado Probabilités et Potentiel, en el cual inicié
el desarrollo de lo que se llamaria después la teorfa general de los procesos estocdsticos. En
1967 se publicé otro libro suyo, titulado Processus de Markov, en el cual presenta algunos
de los capitulos que incluirfa la segunda parte de su primer libro. Sin embargo, el rumbo de
las investigaciones cambié y no hubo tal segunda parte; en su lugar, en la segunda edicion
de su primer libro, publicada en 1975 y teniendo como coautor a Claude Dellacherie, hubo
una amplia reformulacién, a tal grado que més bien esa segunda edicién puede verse como
un libro distinto. De esa segunda edicién si hubo una segunda parte, titulada Théorie des
martingales.

En su libro de 1967 Meyer expuso la teorfa general de los procesos de Markov en tiempo
continuo, sistematizando gran parte de los resultados que se tenfan hasta ese momento.

Como lo mencionamos antes, uno de los problemas en la teoria de los procesos estocasticos
es el de su construccion. En el caso de los procesos de Markov, el camino que se siguié fue el
de construirlos a partir del generador infinitesimal de un semigrupo de operadores, el cual
consiste de una familia de operadores {P, : b (R,R) — b(R,R)}, donde t € R y b (R, R) es
el conjunto de funciones f : R — R que son medibles y acotadas, tomando en R la o-dlgebra
de Borel B (R).



Definicién 5. Se dice que esa familia de operadores forma un semigrupo si, para cualquier
pareja de niumeros reales no negativos s y t, se satisface la siguiente propiedad:

Ps=PFoP

El problema que se presentaba entonces era el de determinar bajo que condiciones sobre el
semigrupo de operadores se puede construir un proceso de Markov con trayectorias suficien-
temente regulares que nos permitan trabajar més facilmente con el proceso. Este camino se
siguié durante varios anos; sin embargo, al desarrollarse el Célculo Estocdstico en su forma
general, este camino quedé medio abandonado ya que se pueden construir procesos como
soluciones de ecuaciones diferenciales estocésticas.

Son interesantes los comentarios de Meyer y Dellacherie en el prefacio de la segunda edicién
de Probabilités et Potentiel. Para empezar, hacen la aclaracién de que, a pesar del titulo,
el libro contiene poco de probabilidad y nada de teorfa del potencial. La razén para ir en
otra direccién fue, como ellos lo dicen, la evolucién tan rdpida de la teoria, con lo cual
se crearon nuevos conceptos y algunas cosas que parecian muy importantes antes, ya no
lo eran tanto, mientras que aspectos que parecfan sin interés, se volvieron importantes.
Como ensenanza, dicen los autores: “Hemos tratado en particular de liberarnos de la actitud
consistente en creer que un texto matemaético presenta, para nuestra contemplacién, verdades
eternas, salidas del mundo de las ideas, y cuyo valor no puede sufrir alguna inflacién... Pero
las verdades existen no por el hecho que se impriman sobre buen papel, sino por el interés
que se les da. Muchas verdades inmutables de 1966, estdn muertas, mientras que pequenos
comentarios de 1966 aclaran ahora grandes partes de la teorfa.”

Esto es un ejemplo de cémo la matematica se va creando como producto social y no mediante
“descubrimientos”de “verdades”que se encuentran escondidas en alguna parte, las cuales hay
que ir encontrando.

En su libro Processus stochastiques et mouvement brownien (1948), Lévy traté el problema
de la construccién de procesos mediante la solucién de ecuaciones diferenciales estocdsticas.
La idea que formul6 es que el incremento infinitesimal de un proceso (X¢),.p+ €n un tiempo
t, lo cual denotaba por dX (t) podria estar dado por una funcién que depende de ¢, dt, X ()
y una o varias variables aleatorias de tipo familiar, como, por ejemplo, variables aleatorias
independientes con distribucién normal. En el caso del proceso de Wiener (W;), g+, como
el incremento W; — Wy, para s,t € t € R tales que s < ¢, tiene distribucién normal con
esperanza cero y varianza t—s, entonces en un incremento dt del tiempo, el incremento dW (t)
tiene distribucién normal con esperanza cero y varianza dt, de manera que, denotando por
¢ a una variable aleatoria con distribucién normal estdandar, el proceso de Wiener puede
definirse por la ecuacién diferencial estocéstica dW (t) = £v/dt.
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Analiz6 algunos casos particulares de ecuaciones diferenciales estocdsticas y planteé el pro-
blema general de resolver una ecuacién diferencial estocdstica del tipo siguiente:

dX (t) = f (L X,Y,Z)dY (t) + ¢ (t, X, Y, Z) dZ (t)

donde (Y}),cp+ ¥ (Z¢),cp+ SOD procesos estocdsticos definidos previamente.

Hacia énfasis en que hay una dificultad para resolver una ecuacién de este tipo cuando Y (¢)
y Z (t) no son funciones de variacién acotada, por ejemplo cuando Y y Z representan las
coordenadas de un movimiento browniano en el plano. Mostré entonces que una integral del
tipo ftz f(t,X,Y,Z)dY (t), a la cual denominaba integral estocdstica, puede evaluarse no
siguiendo el método cldsico de la integral de Riemann, sino considerando nimeros 74, 72, . . .,
elegidos al azar en el intervalo (to,7) y tomando después, para cada n € N, los primeros
n de esos nimeros, ordenados del menor al mayor, para formar con ellos una suma de
tipo Riemann. Considero el caso del cdlculo de dreas estocdsticas, es decir, dreas de curvas
definidas por un proceso estocdstico y mostré que las integrales estocdsticas que resultan
quedan bien definidas con el método mencionado.

Siguiendo un trabajo de S. Bernstein, consideré los procesos de Markov que son solucién a
ecuaciones diferenciales estocéasticas de la forma:

dX (t) = A[t,X (t)]dt + B[t, X (t)] £&Vdt
donde £ es una variable aleatoria auxiliar que cumple con determinadas condiciones.

Obsérvese que en el caso en que £ sea una variable aleatoria con distribucién normal estédndar,
la ecuacién anterior puede escribirse en la siguiente forma:

dX (t) =Alt,X (t)]dt + B[t, X (ty)] dW (¢)

Plante6 entonces el problema general de la determinacién de todos los procesos de Markov
como soluciones de ecuaciones diferenciales estocdsticas. Senalaba que ese problema no estaba
resuelto de manera general, pero dié la solucién para el caso de los procesos con incrementos
independientes.

Lévy no hizo referencia en su libro al trabajo de K. Ito, quien en el ano 1944 publicé un
articulo titulado Stochastic Integral, en el cual formulé una definicién de una integral de
la forma fot X,dWy donde (X;),.p+ €s un proceso estocdstico y (W;),.p+ €s un proceso de
Wiener.

En su forma general, la teorfa de integracién estocdstica fue desarrollada por la escuela
francesa, con Paul Meyer a la cabeza. Esta quedé plasmada en los dos libros mencionados
con anterioridad: 1. Probabilités et Potentiel (1966), en el cual inici6 el desarrollo de lo que
se llamarfa después la teorfa general de los procesos estocdsticos; 2. Théorie des martingales
(1975).



10

Hacia finales de los70’s del siglo pasado la teorfa general de integracién estocéstica, lo que
ahora se puede denominar como Célculo Estocéstico Clésico, quedé practicamente concluida.
Después esa teorfa se fue ampliando y se desarrollé en varias direcciones.

Ahora bien, al igual que ocurrié con el Célculo Diferencial e Integral que conocemos, la
teorfa de Integracion Estocdstica se desarrollé para poderla aplicar en la solucién de cierto
tipo de problemas de interés. De manera especifica, el objetivo es poder resolver las lla-
madas ecuaciones diferenciales estocdsticas, las cuales también son en realidad ecuaciones
integrales estocdsticas. En el Célculo Estocdstico Clasico no hay derivadas; es decir, no hay
un Célculo Diferencial Estocédstico ya que, en general, se trabaja con funciones que no son
diferenciables. A su vez, el resolver ecuaciones diferenciales estocésticas tiene por objetivo el
poder construir procesos estocdsticos que modelen fenémenos de interés en diversas dreas.
Una de las aplicaciones méds desarrolladas es la referente a las Finanzas, pero actualmente
las aplicaciones estdn mas diversificadas. Por otra parte, si bien, como se mencioné antes, la
teoria del Célculo Estocéstico Clédsico quedd bien establecida en los 70’s del siglo pasado, no
fue asi en lo que se refiere a las ecuaciones diferenciales estocdsticas, tema que actualmente
aln sigue en desarrollo.



